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ሶ𝑥 = 𝑓(𝑥) e.g. ሶ𝑥 = 𝑐𝑜𝑠(𝑥)



ሶ𝑥 = 𝑓(𝑥) e.g. ሶ𝑥 = 𝑐𝑜𝑠(𝑥)

ሶ𝑥 = 𝑓(𝑥, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3…) e.g. ሶ𝑥 = 𝑘𝑥



ሶ𝑥 = 𝑓(𝑥) e.g. ሶ𝑥 = 𝑐𝑜𝑠(𝑥)

ሶ𝑥 = 𝑓(𝑥, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3…) e.g. ሶ𝑥 = 𝑘𝑥

ሶ𝑥1 = 𝑓1 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … , 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, …

ሶ𝑥2 = 𝑓2 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … , 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, …

ሶ𝑥3 = 𝑓3 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … , 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, …
.
.
.

e.g. ቊ
ሶ𝑢 = 𝑓 𝑢, 𝑣 + 𝐷𝑢∆𝑢
ሶ𝑣 = 𝑔(𝑢, 𝑣) + 𝐷𝑣∆𝑣



ሶ𝑥 = 𝑐𝑜𝑠(𝑥)

• Puntos fijos:     ሶ𝑥 = 0 → 𝑥 𝑡 =
1

2
+ 𝑛 𝜋 𝑛 ∈ ℤ



ሶ𝑥 = 𝑐𝑜𝑠(𝑥)

• Puntos fijos:     ሶ𝑥 = 0 → 𝑥 𝑡 =
1

2
+ 𝑛 𝜋 𝑛 ∈ ℤ

• Espacio de fase:



൝
ሶ𝑥 = 𝑓𝑥 𝑥, 𝑦, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, …

ሶ𝑦 = 𝑓𝑦 𝑥, 𝑦, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, …



ቊ
ሶ𝑥 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦
ሶ𝑦 = 𝑐𝑥 + 𝑑𝑦

→
ሶ𝑥
ሶ𝑦
=

𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

𝑥
𝑦



ቊ
ሶ𝑥 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦
ሶ𝑦 = 𝑐𝑥 + 𝑑𝑦

→
ሶ𝑥
ሶ𝑦
=

𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

𝑥
𝑦

𝑥(𝑡)
𝑦(𝑡)

=C1𝑒
𝜆1𝑡 Ԧ𝑣𝜆1 + C2𝑒

𝜆2𝑡 Ԧ𝑣𝜆2



ሶ𝑥
ሶ𝑦
= 𝐴

𝑥
𝑦 𝐴 =

𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

ቊ
Tr A = τ = 𝑎 + 𝑑

Det A = Δ = 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐

Det(𝐴 − 𝜆𝐼) = 0 → (𝑎-λ)(d-λ)-bc = 0 →

→ λ2 −(𝑎 + 𝑑)λ+ 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 = 0

λ1 =
1

2
(τ + τ2 − 4Δ) λ2 =

1

2
(τ − τ2 − 4Δ)



𝜆1, 𝜆2 ∈ ℝ
𝜆1> 𝜆2 > 0

𝑒. 𝑔.

𝐴 =
6 − 1
2 3

𝜆1 = 5
𝜆2 = 4



𝜆1, 𝜆2 ∈ ℝ
𝜆1<𝜆2 < 0

𝑒. 𝑔.

𝐴 =
−1 0
5 − 3

𝜆1 = −3
𝜆2 = −1



𝜆1, 𝜆2 ∈ ℝ
𝜆1>0 > 𝜆2

𝑒. 𝑔.

𝐴 =
2 0
0 − 2

𝜆1 = 2
𝜆2 = −2



𝜆1, 𝜆2 ∈ ℂ
𝜆1 = 𝜆2

∗

𝜆1 = 𝛼 + 𝑖𝛽

𝛼 = 0; 𝛽 ≠ 0

𝑒. 𝑔.

𝐴 =
0 3
−1 0

𝜆1 = 3𝑖
𝜆2 = − 3𝑖



𝜆1, 𝜆2 ∈ ℂ
𝜆1 = 𝜆2

∗

𝜆1 = 𝛼 + 𝑖𝛽

𝛼 > 0; 𝛽 ≠ 0

𝑒. 𝑔.

𝐴 =
2 − 3
3 2

𝜆1 = 2 + 3𝑖
𝜆2 = 2 − 3𝑖



𝜆1, 𝜆2 ∈ ℂ
𝜆1 = 𝜆2

∗

𝜆1 = 𝛼 + 𝑖𝛽

𝛼 < 0; 𝛽 ≠ 0

𝑒. 𝑔.

𝐴 =
−2 3
3 − 2

𝜆1 = −2 + 3𝑖
𝜆2 = −2 − 3𝑖



𝜆1= 𝜆2

𝑒. 𝑔.

𝐴 =
2 0
0 2

𝜆1 = 2
𝜆2 = 2



𝜆1= 𝜆2

𝑒. 𝑔.

𝐴 =
2 3
0 2

𝜆1 = 2
𝜆2 = 2

Ԧ𝑣𝜆 = (1 0)



Det A = 0

𝑒. 𝑔.

𝐴 =
4 2
2 1

𝜆1 = 5
𝜆2 = 0







൝
ሶ𝑥 = 𝑓𝑥 𝑥, 𝑦, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, …

ሶ𝑦 = 𝑓𝑦 𝑥, 𝑦, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, …

𝒓∗ = (𝑥∗ 𝑦∗)

ሶ𝑥 = 𝑓𝑥 𝑥∗, 𝑦∗ + 𝑥
𝜕𝑓𝑥
𝜕𝑥

|𝒓∗ + 𝑦
𝜕𝑓𝑥
𝜕𝑦

|𝒓∗ + Θ 𝑥2, 𝑦2

ሶ𝑦 = 𝑓𝑦 𝑥∗, 𝑦∗ + 𝑥
𝜕𝑓𝑦
𝜕𝑥

|𝒓∗ + 𝑦
𝜕𝑓𝑦
𝜕𝑦

|𝒓∗ + Θ 𝑥2, 𝑦2

ሶ𝑥
ሶ𝑦
=

𝜕𝑓𝑥

𝜕𝑥
|𝒓∗

𝜕𝑓𝑥

𝜕𝑦
|𝒓∗

𝜕𝑓𝑦

𝜕𝑥
|𝒓∗

𝜕𝑓𝑦

𝜕𝑦
|𝒓∗

𝑥
𝑦 →

ሶ𝑥
ሶ𝑦
= 𝒥

𝑥
𝑦



Fuente:Wikimedia

Fuente:Marc Mendler, Johannes Falk, Barbara Drossel.
𝐴𝑛𝑎𝑙𝑦𝑠𝑖𝑠 𝑜𝑓 𝑠𝑡𝑜𝑐ℎ𝑎𝑠𝑡𝑖𝑐 𝑏𝑖𝑓𝑢𝑟𝑐𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠

𝑤𝑖𝑡ℎ 𝑝ℎ𝑎𝑠𝑒 𝑝𝑜𝑟𝑡𝑟𝑎𝑖𝑡𝑠

Fuente: Tallin university.
𝐽𝑎𝑣𝑎 𝑘𝑢𝑟𝑠𝑢𝑠𝑒 𝑙𝑒ℎ𝑡

estable inestable semiestable



Teorema de Poincare-Bendixon: Sea R una región finita del plano delimitada por el 
conjunto de curvas simples cerradas (D1, D2, … ). Sea F el campo vectorial velocidad 

asociado a un sistema dinámico. De verificarse:
i) En cada punto de (D1, D2, … ) F apunta al interior de R

ii) R no contiene puntos fijos del sistema
Entonces el sistema dinámico contiene una trayectoria cerrada en R

Imágenes tomadas de: Haynes Miller, Ordinary Differential Equations. https://math.mit.edu/~jorloff/suppnotes/suppnotes03/lc.pdf



Criterio de Bendixon: Sean ሶ𝑥 = 𝑃 𝑥, 𝑦 , ሶ𝑦 = 𝑄 𝑥, 𝑦 el campo vectorial velocidad de 

un sistema dinámico. Si en un dominio simplemente conexo G la expresión 
𝜕𝑃

𝜕𝑥
+

𝜕𝑄

𝜕𝑦

tiene un signo constante ( pudiendo anularse sobre una curva o sobre puntos 
aislados), entonces el sistema no tiene trayectorias cerradas sobre el dominio G



𝐴 =
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

ቊ
Tr A = τ = 𝑎 + 𝑑

Det A = Δ = 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐
λ1,2 =

1

2
(τ ± τ2 − 4Δ)

Teorema: 𝑏𝑐 > 0 → 𝜆1, 𝜆2 ∈ ℝ
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Modelo de crecimiento tumoral



Q

P

x

(P0,Q0)



Q

P

x

(P0,Q0)



• Puntos fijos

൞
0 = 𝑟𝑃 1 −

𝑃

𝐾

𝑎

− 𝑏𝑃 + 𝑐𝑄

0 = 𝑏𝑃 − 𝑐𝑄 − 𝑑𝑄

→ 𝑄 =
𝑏𝑃

𝑐 + 𝑑

𝑃0, 𝑄0 = (0,0)

𝑃1, 𝑄1 = (𝐾(1 −
𝑏𝑑

𝑟(𝑐 + 𝑑)
) ൗ1 𝑎,

𝑏𝐾

𝑐 + 𝑑
(1 −

𝑏𝑑

𝑟(𝑐 + 𝑑)
) ൗ1 𝑎)



• Matriz  Jacobiana

𝒥 =

𝜕𝑓1
𝜕𝑃

𝜕𝑓1
𝜕𝑄

𝜕𝑓2
𝜕𝑃

𝜕𝑓2
𝜕𝑄

=
𝑟 1 −

𝑃

𝐾

𝑎

(1 + 𝑎) − 𝑏 𝑐

b −(𝑐 + 𝑑)



𝑃0, 𝑄0 = (0,0)

𝒥 0,0 =
𝑟 − 𝑏 𝑐

ቊ
τ = Tr 𝒥 = 𝑟 − 𝑏 − 𝑐 − 𝑑

Δ = Det 𝒥 = (𝑏 − 𝑟)(𝑐 + 𝑑) − 𝑏𝑐

λ1 =
1

2
(τ + τ2 − 4Δ) λ2 =

1

2
(τ − τ2 − 4Δ)

b −(𝑐 + 𝑑)



𝑃0, 𝑄0 = 0,0 𝑏𝑑 > 𝑐 + 𝑑 𝑟

ቊ
Δ = Det 𝒥 = 𝑏 − 𝑟 𝑐 + 𝑑 − 𝑏𝑐 = 𝑏𝑑 − 𝑐𝑟 − 𝑑𝑟

𝑏𝑑 > 𝑐 + 𝑑 𝑟 ↔ Δ > 0 ↔ τ2 − 4Δ < τ

𝑏𝑑 > 𝑐 + 𝑑 𝑟 ↔ τ < 0

λ1 =
1

2
(τ + τ2 − 4Δ) <0 λ2 =

1

2
τ − τ2 − 4Δ < 0

τ = Tr 𝒥 = 𝑟 − 𝑏 − 𝑐 − 𝑑



𝑃0, 𝑄0 = 0,0 𝑏𝑑 < 𝑐 + 𝑑 𝑟

ቊ
Δ = Det 𝒥 = (𝑏 − 𝑟)(𝑐 + 𝑑) − 𝑏𝑐

𝑏𝑑 < 𝑐 + 𝑑 𝑟 ↔ Δ < 0 ↔ τ2 − 4Δ > τ ↔ τ2 − 4Δ > τ

λ1 =
1

2
(τ + τ2 − 4Δ) >0 λ2 =

1

2
τ − τ2 − 4Δ < 0

τ = Tr 𝒥 = 𝑟 − 𝑏 − 𝑐 − 𝑑



𝑃0, 𝑄0 = 0,0 𝑏𝑑 < 𝑐 + 𝑑 𝑟

Ԧ𝑣𝜆1 = (
−𝑏 + 𝑐 + 𝑑 + 𝑟 + (𝑏 + 𝑐 + 𝑑 − 𝑟)2−4(𝑏𝑑 − 𝑐𝑟 − 𝑑𝑟)

2𝑏
, 1)

Ԧ𝑣𝜆2 = (
−𝑏 + 𝑐 + 𝑑 + 𝑟 − (𝑏 + 𝑐 + 𝑑 − 𝑟)2−4(𝑏𝑑 − 𝑐𝑟 − 𝑑𝑟)

2𝑏
, 1)

(𝑏 + 𝑐 + 𝑑 − 𝑟)2−4(𝑏𝑑 − 𝑐𝑟 − 𝑑𝑟) = (−𝑏 + 𝑐 + 𝑑 − 𝑟)2+4𝑏𝑐

(−𝑏 + 𝑐 + 𝑑 − 𝑟)2+4𝑏𝑐 > (−𝑏 + 𝑐 + 𝑑 − 𝑟)2= | − 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 − 𝑟|



𝑃1, 𝑄1 = (𝐾(1 −
𝑏𝑑

𝑟(𝑐 + 𝑑)
) ൗ1 𝑎,

𝑏𝐾

𝑐 + 𝑑
(1 −

𝑏𝑑

𝑟(𝑐 + 𝑑)
) ൗ1 𝑎)

𝒥(𝑃1, 𝑄1) =
−𝑎𝑟 +

𝑏𝑑

𝑐 + 𝑑
1 + 𝑎 − 𝑏 𝑐

τ = −ar +
bd

c + d
1 + a − b − c − d

b

Δ = 𝑎𝑟 𝑐 + 𝑑 − 𝑎𝑏𝑑

−(𝑐 + 𝑑)



𝑃1, 𝑄1 = (𝐾(1 −
𝑏𝑑

𝑟(𝑐 + 𝑑)
) ൗ1 𝑎 ,

𝑏𝐾

𝑐 + 𝑑
(1 −

𝑏𝑑

𝑟(𝑐 + 𝑑)
) ൗ1 𝑎)

τ = −ar +
bd

c + d
1 + a − b − c − d

𝑏𝑑 < 𝑐 + 𝑑 𝑟 ↔ Δ > 0 ↔ τ2 − 4Δ < τ

𝑏𝑑 < 𝑐 + 𝑑 𝑟 ↔ τ <0

λ1 =
1

2
(τ + τ2 − 4Δ) <0 λ2 =

1

2
τ − τ2 − 4Δ < 0

Δ = 𝑎𝑟 𝑐 + 𝑑 − 𝑎𝑏𝑑



∇ · ሶ𝑃, ሶ𝑄 =
𝜕 ሶ𝑃

𝜕𝑃
+

𝜕 ሶ𝑄

𝜕𝑄
= 𝑟 − 𝑏 − 𝑐 − 𝑑 + (− 1 + 𝑎 𝑟

𝑃

𝐾

𝑎
)

• 𝑟 − 𝑏 − 𝑐 − 𝑑 ≤ 0 → ∇ · ሶ𝑃, ሶ𝑄 < 0 ∀(𝑃, 𝑄) ∈ ℝ+ × ℝ+

• 𝑟 − 𝑏 − 𝑐 − 𝑑 > 0 → ∇ · ሶ𝑃, ሶ𝑄 = 0 ↔ 𝑃 = 𝐾
𝑎 𝑟−𝑏−𝑐−𝑑

1+𝑎 𝑟

Criterio de Bendixon: Sean ሶ𝑥 = 𝑃 𝑥, 𝑦 , ሶ𝑦 = 𝑄 𝑥, 𝑦 el campo vectorial velocidad de 

un sistema dinámico. Si en un dominio simplemente conexo G la expresión 
𝜕𝑃

𝜕𝑥
+

𝜕𝑄

𝜕𝑦

tiene un signo constante ( pudiendo anularse sobre una curva o sobre puntos aislados), 
entonces el sistema no tiene trayectorias cerradas sobre el dominio G



෨𝑃 = 𝐾
𝑎 𝑟 − 𝑏 − 𝑐 − 𝑑

1 + 𝑎 𝑟
Q

P

( ෨𝑃, 𝑄)

𝜕 ሶ𝑃

𝜕𝑃
+
𝜕 ሶ𝑄

𝜕𝑄
= 𝑟 − 𝑏 − 𝑐 − 𝑑 + (− 1 + 𝑎 𝑟

𝑃

𝐾

𝑎

)

𝑅1 𝑅2



Q

P

𝑅1 𝑅2

ሶ𝑃 > 0

ሶ𝑃 < 0

( ෨𝑃, 𝑄)

x

x

෨𝑃 = 𝐾
𝑎 𝑟 − 𝑏 − 𝑐 − 𝑑

1 + 𝑎 𝑟

𝑟 − 𝑏 − 𝑐 − 𝑑 > 0



Q

P

𝑅1 𝑅2

𝑊

( ෨𝑃, 𝑄)

x

𝑅1
′ = 𝑅1 ∪𝑊



q

p

Caso    bd > (c + d)r

r=0.5
a=1
b=1
c=0.2
d=1



q

p

Caso    bd = (c + d)r

r=1
a=1
b=2
c=1
d=1



q

p

Caso    bd < (c + d)r

r=1
a=1
b=2
c=1
d=0.5



𝑃1, 𝑄1 = (𝐾(1 −
𝑏𝑑

𝑟(𝑐 + 𝑑)
) ൗ1 𝑎,

𝑏𝐾

𝑐 + 𝑑
(1 −

𝑏𝑑

𝑟(𝑐 + 𝑑)
) ൗ1 𝑎)

𝑃1 ∈ 0, 𝐾

𝑄1 ∈ 0,
𝑏𝐾

𝑐 + 𝑑

𝑁1 ∈ 0, 𝐾 1 +
𝑏

𝑐 + 𝑑





• Puntos fijos

൞
0 = 𝑟𝑃 1 −

𝑃

𝐾

𝑎

− 𝑏1𝑃 + 𝑐𝑄

0 = 𝑏2𝑃 − 𝑐𝑄 − 𝑑𝑄

→ 𝑄 =
𝑏2𝑃

𝑐 + 𝑑

𝑃0, 𝑄0 = (0,0)

𝑃1, 𝑄1 =

(𝐾(1 −
𝑏 + 𝑐𝑠𝑡𝑎𝑡 + 𝑐𝑡𝑜𝑥 𝑑 + 𝑐 𝑐𝑡𝑜𝑥

𝑟(𝑐 + 𝑑)
) ൗ1 𝑎,

(𝑏 + 𝑐𝑠𝑡𝑎𝑡)

𝑐 + 𝑑
𝑃1)



• Matriz  Jacobiana

𝒥 =
𝑟 1 −

𝑃

𝐾

𝑎

(1 + 𝑎) − 𝑏 + 𝑐𝑠𝑡𝑎𝑡 + 𝑐𝑡𝑜𝑥 𝑐

b +𝑐𝑠𝑡𝑎𝑡 −(𝑐 + 𝑑)



q

p

(b+cstat+ ctox )d > (c + d)r-c ctox

r=1
a=1
b=1
c=1

d=1

cstat = 0.5
ctox = 0.5



q

p

(b+cstat+ ctox )d = (c + d)r-c ctox

r=1
a=1
b=1
c=1

d=0.5

cstat = 0.5
ctox = 0.5



q

p

(b+cstat+ ctox )d < (c + d)r-c ctox

r=1
a=1
b=2
c=1

d=0.5

cstat = 0.2
ctox = 0.1



𝑃1, 𝑄1 = (𝐾(1 −
𝑏 + 𝑐𝑠𝑡𝑎𝑡 + 𝑐𝑡𝑜𝑥 𝑑 + 𝑐 𝑐𝑡𝑜𝑥

𝑟(𝑐 + 𝑑)
) ൗ1 𝑎,

(𝑏 + 𝑐𝑠𝑡𝑎𝑡)

𝑐 + 𝑑
𝑃1)

𝑃2 ∈ 0, 𝑘

𝑄2 ∈ 0,
(𝑏 + 𝑐𝑠𝑡𝑎𝑡)𝐾

𝑐 + 𝑑

𝑁2 ∈ 0, 𝐾 1 +
𝑏 + 𝑐𝑠𝑡𝑎𝑡
𝑐 + 𝑑



Sin medicacion Con medicación

bd < (c + d)r (b+cstat+ ctox )d < (c + d)r-c ctox

ത𝑃1 = 𝐾 1 −
𝑏𝑑

𝑟 𝑐+𝑑

Τ1 𝑎
ത𝑃2 = 𝐾(1 −

𝑏+𝑐𝑠𝑡𝑎𝑡+𝑐𝑡𝑜𝑥 𝑑+𝑐 𝑐𝑡𝑜𝑥

𝑟(𝑐+𝑑)
) Τ1 𝑎

ത𝑄1=
𝑏𝐾

𝑐 + 𝑑
ത𝑃1 ത𝑄2 =

(𝑏 + 𝑐𝑠𝑡𝑎𝑡)𝐾

𝑐 + 𝑑
ത𝑃2

𝑁1 ∈ 0, 𝑘 1 +
𝑏

𝑐+𝑑
𝑁2 ∈ 0, 𝐾 1 +

𝑏+𝑐𝑠𝑡𝑎𝑡

𝑐+𝑑



Fuente: Benjamin Ribba et al. A Tumor Growth Inhibition Model for Low-Grade 
Glioma Treated with Chemotherapy or Radiotherapy. 2012
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